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|:P|:L Equations différentielles ordinaires linaires homogeénes, de
LI deuxiéme ordre, a coefficients constants

Equation de l'oscillateur

] . . 2. _
Exemple: T2yt wor =0 harmonique amorti

| k . . :
wo = 1/ —  Pulsation de l'oscillateur non-amorti
m

v = i Facteur d’amortissement

T 2m

A#(t) + Ba(t) + Ca(t) =0

On a un équation différentielle qui relie la seconde dérivée d'une fonction a sa premiére
dérivée et a la fonction elle-méme.

On va utiliser le fait que la dérivée de la fonction exponentielle est toujours une fonction
exponentielle, et tester une solution du type:

m Faculté At
des sciences :Ij(t) =¢©
de base

m Swiss

Plasma
Center Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023 J.-P. Hogge 04.07: Equations différentielles ordinaires linaires homogénes, de deuxiéme ordre, a coefficients constants



m Faculté
des sciences
de base

m Swiss
Plasma
Center

Méthode de résolution

On remplace x(t) et ses dérivées dans I'équation différentielle:
z(t) = e, &(t) = XM, F(t) = N%eM

ANeM 4 BleM +CeM =0

En simplifiant les ¢* , on obtient ’équation caractéristique, i.e. une équation du
second degré en )\

A1
. 2 _
AN +BA+C=0 dont les racines sont: A= —2= 211 e <
A2

Si eM' et ™' sont solutions de I'équation différentielle, alors n'importe quelle
combinaison linéaire des solutions est aussi une solution.

z(t) = Cy Mt Oy et O, Cy = cstes dépendant des conditions initiales
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On distingue 3 cas en fonction du signe du terme qui se trouve sous la racine:

—B++/B2 —4AC —B — /B2 —4AC
1) B2-440>0 = A, MeR, A\ =_-F . L = .
Les deux racines sont réelles.
) —B
@ B*-4AC=0 = M=MheR  MNa=_¢

Les deux racines sont réelles et confondues

~B  _\/|B?—4AC] ~-B _\/|B%?—4AC]
B? — 44 = Ao = —
® C<0 = MheC,  h=_r+iti 0 p= i

o Faculté Les deux racines sont complexes conjuguées
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=Pr-L Cas @

1) B*-44C>0 — M\, M€eR

x(t) = Cy Mt 4 Oyt (O, Cy = cstes dépendant des conditions initiales

On pose (pour une raison qui apparaitra lorsqu’on traitera I'oscillateur harmonique
fortement amorti):

1 1

T =—— To = ——
A1 A2

a;(t) = Cl e_% + CQ e_%

Il faut encore exprimer les constantes en fonction des conditions initiales
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=PrL Cas @

x(t) = Cre 7 + Che 7 Ci+Cy = 2
—
01 _t 02 _t t=0 Cl CQ
v(it) = ——e T ——e 7 —— - — = 1
1 T2 T1 T2

On résout le systéme de deux équations a deux inconnues pour trouver:

(xo + voT1)
(T2 — 1)

O — T1(x0 + VoT2) O — T2

Et finalement;
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._P:-L Cas 3): établissement de la solution

@ B?—4AC <0 = M,XeC

Les solutions de I'équation caractéristique sont:

B V[B?—4AC] . . . -B |BZ—1AC]
N~ ~ ~ v
A g

On réécrit la solution générale de I'équation différentielle,

r(t) = CpeMt 4 Cyet2t = Oy et et - Oy et e Ait z(t),\r, s €R, C1,02,€C

puis on utilise la formule d’Euler, on développe et on regroupe les termes en cos et sin,
et = cos(\it) +isin(\t) , e Mt = cos(\it) — isin(\it)

x(t) = Cp et cos(A\it) +iCh et sin(\t) + Cy et cos(A\it) — iCo et sin(\it)
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EPFL Cas @: La fonction x(t) doit étre réelle

La fonction x(t) doit étre réelle en tout temps  z(t) e R V¢

t=20: ZB(O):C;J, — (3€R
7r 7'(' Apm
t:2>\i. x(z)\i>—e i Cy — (4R
et donc:
z(t) = e [Cy cos(\it) + Cy sin(Ait)] z(t), \r, Ni, C3,Cy € R

m Faculté
des sciences
de base

m Swiss
Plasma
Center Physique Générale: Mécanique pour SC, SIE et GC | Automne 2023 J.-P. Hogge 04.07: Equations différentielles ordinaires linaires homogénes, de deuxiéme ordre, a coefficients constants



=Pr-L Cas @): conditions initiales

on applique ensuite les conditions initiales:

A

33(0)2560:1[03—|-0] — (3 =ux

v(t) = Apetrt [C5 cos(N\it) + Cy sin(At)] + et [—C3\; sin(A;t) + CyA; cos(Ast)]

_\.C N,
’U(O) = Vo :)‘1“03"‘04)\@' — (O, = Vo 3 _ Vo xo

i A
et finalement:
Vo — AT i
z(t) = et |z cos(\it) + (v )\ 0) sin(A;t)
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=P-L Application au cas de I’oscillateur harmonique simple

A () B _y
)+ a(t) = 0 B = 0 ) 24
m
\ 2A m

lI suffit de remplacer dans la solution:

(vo — Arg) .
0 y 0 sm()\it)]

z(t) = et |z cos(\it) +

pour obtenir:

Wo

(1) = [330 cos(wot) + -2 sin(wot)]
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EPFL Application au cas de 'oscillateur harmonique amorti

A =1
() + 2yi + —a(t) =0 B = 2y
m ko o
C — _:CUO
m
( B
AR S
9

VB2 —4AC] 5 5 W< w
. —= —= — — 0
\ i 5 A \/ |y w§| = w

(vo — Aro)

x(t) = et |zg cos(\it) + Y Sin()\it)]

7t (vo +yxo) .
m Faculté ZU(t) =€ [ZCO COS(Wt) + o Sln(Wt)
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